CREATION OF THE STABLE ELASTIC LOOP

P. Frantik !

Summary: Paper deals with conditions of creation of the loop from a slender
prismatic elastic beam loaded by torsional moments at its free ends. The loop occurs
by achieving postcritical state of the beam. For this purpose very large displacements
have to be considered. The problem is solved by dynamical simulation of discrete
nonlinear model obtained by the physical discretization of the continuous beam.
There are four qualitative different steady states, which can be obtained by the
simulation.

1. Uvod

Modelovani pruznych konstrukei je oborem, jehoZz aplikace vykazuji vybornou shodu s experi-
menty i za ndrocnych podminek, jakymi jsou velka premisténi. Je-1i redlnd konstrukce dostate¢né
Stihla, pak miZe dosahovat velmi velkych pfemisténi, pii zachovani pruZzného ptisobeni mate-
ridlu (mald pfetvoreni). ProtoZe matematicky popis konstrukce podrobené velkym pfemisténim
vyZaduje uZziti nelinedrnich vztahd, jsou tyto ulohy spolu s pfedpokladem pruzného pisobeni
vybornym prostfedkem ke studiu nelinearnich jevi. Tyto vyhody jsou v§eobecné znamé a Casto
vyuZzivané. Sta¢i vzpomenout dlohu vzpéru prutu vyfeSenou Leonhardem Eulerem jiZ v roce
1744, ktera je dodnes studovana a predkldddna jako ndzorny piiklad tzv. mékké ztraty stability
pfi rozdvojeni rovnovazného stavu — dosaZeni bifurka¢niho bodu.

Zpusobi, jakym miiZze pruznd konstrukce ztracet stabilitu je vice, ovSem je dokazano, Ze
jejich pocet je omezeny. Nejlepsi vhled do této problematiky nabizi v soucasnosti zfejmé teorie
katastrof, kterd studuje singularity hladkych zobrazeni, viz [Arnold 1983]. Ukazuje se, Ze na
analyzu stability konstrukei 1ze nahliZet jako na hledani singularit hladkych zobrazeni.

Vyzkum doprovazejici vznik teorie katastrof ukdzal, Ze studované systémy lze rozdélit do
dvou skupin na tzv. typické, které nejsou citlivé na malou zménu svych parametri a na systémy
netypické, jejichzZ mala zména zpusobi, Ze se z nich stanou systémy typické. Netypické systémy,
jako je napt. vzpér dokonale symetrického prutu, se redlné nevyskytuji a nazyvaji se rovnéz
degenerované. Jejich prechod na systém typicky je ¢asto doprovdzen ztritou symetrie, jako je
tomu prave pii vzpéru prutu. JiZ Henri Poincaré poukazal, Ze pfi studiu systéma s proménlivymi
parametry se nelze vyhnout degenerovanym systémum, jelikoZ tyto rozd€luji oblasti parametra
odpovidajicich systémim typickym (téZ regularnim).
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Tento piispévek se vénuje modelovdni dokonale symetrického pruzného prutu (tj. netypic-
kého systému), zatizeného dvojici krouticich momentii. Ugelem je modelovat ztratu stability
pii krouceni a ziskat tak pokriticky stabilni stav prutu ve tvaru smycky. Smycka vznikd i u jed-
nodussich systému jako je vzpér prutu, viz obr. 1, nebo ohyb konzolového nosniku, ov§em jak
bylo ukazano v piispévcich [Frantik 2002, Frantik 2004], vznikem smycky se staticky stav stava
nestabilnim. Jednd se o pripad tzv. tvrdé, poprt. také katastrofické ztraty stability.
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Obrazek 1: Vznik smycky pii pokritickém vzpéru pfimého prutu

Po prokdzani nestability takto vzniklé smycky se nabizela otdzka, zdali existuje podobny
systém, pii kterém vznikd smycka stabilni. Inspiraci pfi hleddni takového systému byl jev, ke
kterému dochazi pti krouceni $tihlého ,,prutu‘ jakym je napt. vldkno letecké gumy. Lze snadno
vyzkousSet, Ze pfi krouceni vldkna, potazmo velmi Stihlého prutu, vznikd v urcitém okamziku
smycka, kterd se jevi jako stabilni.

2. Krouceni stihlého prutu

M¢jme prizmaticky prut zatiZzeny na svych koncich proti sobé pisobicimi, stejné velkymi
krouticimi momenty, viz obr. 2. Pfi ndrtstu velikosti krouticich momentt M nad urcitou kritickou
hodnotu M., dochazi ke ztraté stability pfimého tvaru prutu, prut se zakfivuje a stiednice prutu
se stdva prostorovou kiivkou (ptehled viz [Bazant & Cedolin 1991]).
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Obréazek 2: Schéma krouceni pfimého prutu

Pro dynamickou simulaci této ulohy byl vytvofen model pomoci fyzikalni diskretizace.
Fyzikélni diskretizaci je mysleno nahrazeni spojitého prutu soustavou pruZin a tuhych dilca.
Takovd soustava pak je popsdna diskrétni mnoZinou stavovych proménnych, ¢imZ je umoZnéno
efektivné fesSit dany problém. Piehled a zafazeni modelu do vypocetnich metod mechaniky 1ze
nalézt v [Henrych 1985].

Prut je po délce rozdélen na obdélnikové dilce s vnitfnimi pruZinami, nahrazujicimi nor-
mélové a smykové pretvoreni. Dilce jsou vzdjemné spojeny klouby s rotaénimi pruZinami
nahrazujicimi ,,ohybové* pfetvoreni, viz obr. 3.



Obrazek 3: Schéma modelu prutu

Oba druhy pruzin jsou linedrni. Normélové a smykové pruziny pasobi silou pfimo imérnou
prodlouZeni pruziny, rota¢ni pruziny pisobi momentem piimo umérnym vzajemnému natoceni
dilct v misté pfipojeni (kloub). Tyto zavislosti miizeme popsat vztahy:

E:kldl, Mf:/{?fdgﬁ, (1)

kde Fj je sila, kterou liniova pruZina (normédlova resp. smykova) pisobi na piipojné klouby, &;
je tuhost liniové pruziny, dl je protaZeni liniové pruziny; M je moment, kterym rotacni pruzina
plsobi na pfipojené dilce, k; je tuhost rotacni pruZiny a dy je natoceni dilcii v misté pfipojeni
pruziny. Pro pfetvoreni liniové pruZiny dl;; spojujici klouby 7 a j 1ze uZit geometricky piesného
popisu:

dliy =1y — 1%, Ly = /(2 — 22+ (5 — )2 + (5 — 2)?, 2)

kde x;, yi, z; jsou aktudlni soufadnice kloubt, /;; je aktudlni délka pruZiny, piivodni délka
nenapjaté pruziny je l?j. Podobné pro pfetvoieni rotacni pruZiny de; i, leZici nakloubu j a vdzané
na klouby ¢ a k (viz obr. 3) lze psat geometricky piesné:
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COS(ngijk) = y Uiy = (:L'j — T, Yj — Yiy 25 — Zi)? (3)

lij { gk
kde u;; je pomocny vektor dany polohou kloubti ¢ a j.

Predpokladejme, Ze hmotnost prutu Ize soustiedit do kloubl na hranach prutu. Za tohoto
predpokladu vznikd » hmotnych kloubi, na které ptisobi pfipojené pruziny vyslednou interakéni
silou R; sloZenou z t¢inkd pruzin danych vztahy (1). Potom Ize psat pohybové rovnice ve tvaru:

dxt = Uy, qujt = E(Rm — €M Vi (1 + Cai|veil)),

ar = Uyi, Tg = E<Ryl — C; My in(l + Cai’inD); (4)
d i d 21 1

di'i = V., % — E(Rzi—Cimivzi(1+cai|vz7l|))a



kde v, vy, v2; jsou sloZky aktudlni rychlosti ¢-t€ho hmotného kloubu, R;;, R, R.; jsou sloZky
aktudlni interakéni sily R, = f (F’l, M £) pusobici na hmotny kloub ¢, m; je hmotnost i-té¢ho
hmotného kloubu, ¢; je soucinitel dtlumu, c,; je soucinitel kvadratického ¢lene itlumu a ¢ je Cas.
Dodejme, Ze popsany model je nelinearni, viz vztahy (2) a (3), a t€émér nezavisly na velikosti
premisténi hmotnych kloubd.

Reseni pohybovych rovnic je vzhledem k silné nelinearité systému provadéno klasickou
numerickou metodou Runge-Kutta.

ZatiZeni krouticimi momenty

Vzhledem ke zvolené diskretizaci dlohy je ziejmé, Ze naneseni krouticich momenti je tfeba
provést pomoci dvojic sil (tj. sil stejné velkych, opaéného sméru). Uvazovani velkych posuvi
bodi prutu pak vede k problému se zachovanim podminky dvojice sil i jejtho momentového
ucinku, viz obr. 4.

Obrazek 4: Zatizeni krouticimi momenty

Pro zachovani momentového tcinku dvojice sil pfi velkych rotacich koncti prutu byl zvolen
piistup tzv. sledujiciho zatizeni, kdy kazda sila méni svlij smér v zdvislosti na natoceni modelu
prutu v misté ptsobisté sil (jedna se o tzv. nekonzervativni zatiZeni). Zachovani podminky
dvojice sil je udrzovano stanovenim spole¢ného natoceni pro ob€ sily z dvojice. UZiti sledujiciho
zatizeni ma na ulohu urcité negativni ucinky, které budou ukazany dale.

3. Simulace

Model prutu je dokonale symetricky. Jedind nesymetrie, objevujici se pii reprezentaci modelu
v pocitaci, bude ddna polohou prutu v soufadném systému a nesymetrii danou zaokrouhlovaci
chybou, kterymi je stav modelu popsan. Nesymetrie digitalizovaného modelu je natolik mald, Ze
malé ,,pohybové‘ nesymetrie v pocate¢nich podminkach (rozloZeni rychlosti hmotnych kloubt)
mohou mit pfevazujici vliv. Smér vyboceni prutu tak miize probihat typicky nepiedvidatelné.
Vyznam zavedeni nesymetrickych pocatec¢nich podminek Ize spatfovat kromé vySe uvedeného
rovnéZ ve zkraceni Casu, kterého je pro vyboc¢eni modelu prutu zapotiebi.

Prozatim jsme se nezminili o okrajovych podminkach prutu. Jejich vliv na chovani prutu je
znacny, a proto se zde soustfedime jen na zcela volny prut.

Pii ztraté symetrie prutu, v disledku uZziti sledujiciho zatiZeni, mtiZze dojit k rotaci modelu
prutu jako celku, jelikoZ dvojice krouticich momentt pfestane mit nulovou vyslednici. Z tohoto



divodu nebude zcela ziejma piipadna stabilita ziskané smycky ve smyslu stability statického
stavu. Za stabilni stav proto obecné&ji povazujme pohybujici se prut, ktery neméni sviij tvar.

Simulace jsou provadény nésledujicim zpisobem: Jako pocatecni stav je zvolen nepietvoieny
model prutu s malou ,,pohybovou‘ nesymetrii v pocatecnich podminkach. Dvojice krouticich
momentd je nanesena v plné velikosti a v pribéhu simulace neméni velikost. Parametry modelu
prutu jsou zvoleny tak, aby odpovidaly tenkému pédsku oceli s prevazujici délkou (obr. 2). Kromé
velikosti krouticich momentd je rovnéZ uvazovana promeénlivost parametrti tlumeni. Vysledkem
simulace systému pak mohou byt nésledujici stavy:

e staticky pfimy tvar prutu (obecné zkrouceny) (obr. 5),
e rotujici vyboceny prut s ustdlenym tvarem (obr. 6),
e periodické oscilace zmény tvaru prutu (obr. 7),

e chaoticky pohyb, vznikly celkovou ztratou symetrie tlohy.

Poznamenejme, Ze v piipadé poslednich dvou stavi (zejména u prvniho z nich) existuji
dvé dulezité moznosti: model prutu pfi simulaci, resp. pfi ,,ustdleném pohybu®, zméni sviij

tvar natolik, Ze se jeho Casti protnou ¢i nikoliv. MoZnost pronikdn{ ¢4sti prutu je pochopitelné
v rozporu s realitou.
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Obrazek 6: Rotujici vyboceny prut s ustalenym tvarem (dva vzajemné kolmé praméty)

Dilezitou roli zde hraje tlumeni. Vysledkem ztréty stability je rotace, pfi které maji hmotné
body na konci prutu velkou obvodovou rychlost. Je-li kvadraticky ¢len tdtlumu vyrazny, viz
rovnice (4), pak maji konce prutu tendenci se pfimknout k ose rotace, k ¢emuz pti uZziti linearniho
utlumu nedochdzi.
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Obrézek 7: Kinogram poloviny periody oscilujictho prutu (dva vzajemné kolmé priméty)

4., Zavér

V pfispévku byla prezentovdna simulace krouceni dokonale symetrického prutu, umisténého
volné v prostoru. Pro reprezentaci prutu bylo uZito silné nelinedrniho modelu, vzniklého fyzikaln{
diskretizaci. Vnéj$i kroutici momenty se uvazovaly jako sledujici (nekonzervativni) zatiZeni.
Simulace ukézaly, Ze je takto vznikly systém bohaty na rtizné druhy ustilenych stavi: Lze
dosdhnout klidu, periodického i chaotického pohybu. Kvalitativné€ rizné druhy pohybu bude
mozné odlisit naptiklad sledovanim hodnoty vzepéti prutu.

Pivodni cil — vznik stabilni smyc¢ky — 1ze povazovat za ¢asteéné splnény. K tomu, aby byla
smycka stabilnim statickym stavem bude postacovat uziti vhodnych okrajovych podminek, aby
se zamezilo rotaci prutu vzniklé kvili ztrat€ souososti krouticich momentt po vybocéeni prutu.

Vysledek simulace je obecné znacné ovlivnén nemoznosti kontaktu mezi ¢astmi prutu.
Snadno se lze presvédcit experimentem, napt. s leteckou gumou, Ze ,,zavinuti “ smycky ma
na systém stabilizujici efekt.

Nekonzervativni zatiZeni je pomérné naro¢nym prvkem ulohy, jak je patrné napt. z publikace
[Elishakoff 2005], ktera prinasi rozsdhly kriticky prehled této problematiky. Poznamenejme
pouze, Ze zde bylo uzito sledujiciho zatiZeni zejména z divodu snadnosti jeho definice a naneseni
na volny prut. Vhodné okrajové podminky umoZzni pouZziti ,realisti¢téjSiho* konzervativniho

zatizeni.



Zv143tni roli hraje v simulaci tlumeni. Ukazuje se, Ze pfi rotaci prutu je znac¢ny rozdil mezi
utlumem linedrnim a nelinedrnim (nelinedrni Gtlum odpovid4 napt. zvySenému odporu vzduchu).
Nelinearn{ dtlum zptsobil pfimknuti konct prutu k ose rotace.
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